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Chapitre 1

Introduction

1.1 Numérisation du signal : échantillonnage et quan-

ti�cation

1.1.1 Echantillonnage

Soit x(t) le signal déterministe de départ, Te la période d'échantillonnage

et {x(kTe)} , k ∈ Z, le signal x(t) échantillonné de manière périodique. On

peut associer à {x(kTe)} , k ∈ Z, le modèle à temps continu suivant :

xe(t) = x(t) Te(t),

où Te représente le peigne de Dirac de largeur Te. Si X(f) est la Trans-

formée de Fourier de x(t) alors :

{x(kTe)}k∈Z TF−→ Fe
∑
n

X(f − nFe) (1.1)

où Fe = 1
Te

représente la fréquence d'échantillonnage. La transformée de

Fourier du signal x(t) est donc périodisée par l'opération d'échantillonnage.

A�n de conserver la même information dans le signal échantillonné et dans

le signal à temps continu, Fe doit être choisie de manière à respecter la

condition de Shannon :

Fe > 2Fmax, (1.2)

si Fmax représente la fréquence maximale de X(f).
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1.1.2 Quanti�cation

Un signal quanti�é est un signal dont les amplitudes ne pourront prendre

qu'un nombre �ni de valeurs. Le nombre de valeurs possibles pour l'ampli-

tude du signal après quanti�cation va être donné par le nombre de bits de

quanti�cation utilisés : avec nb bits on pourra coder 2nb niveaux sur la dyna-

miqueD du signal. Une quanti�cation correctement e�ectuée (pas d'écrétage,

pas de quanti�cation q = D
2nb

su�sament �n) est équivalente à l'ajout d'un

bruit, nQ(t), sur le signal non quanti�é de départ x(t) pour donner le signal

quanti�é :

xQ(t) = x(t) + nQ(t), (1.3)

Ce bruit suit une loi uniforme sur
[
− q

2 ,
q
2

]
et le rapport signal à bruit de

quanti�cation s'écrit :

SNRQ(dB) = 10 log10

(
Px
PnQ

)
où

PnQ = E
[
n2Q
]

=

∫
R

n2QpnQdnQ =

∫ q
2

− q
2

n2Q ×
1

q
dnQ =

q2

12

ce qui conduit à

SNRQ(dB) = 6 nb+ constante,

où la constante dépend du signal considéré.

L'opération de quanti�cation est une opération non linéaire irréversible. Ce-

pendant, si elle est e�ectuée dans de bonnes conditions (pas d'écrétage du

signal), elle est, à l'heure actuelle, transparente, du fait du nombre de bits

de quanti�cation disponibles sur les processeurs.

1.1.3 Exemples d'échantillonnage/quanti�cation sur une image

La �gure 1.1 présente une image de 512 × 512 pixels, codée sur nb = 8

bits et sa version sous échantillonnée d'un facteur 4 (128×128 pixels). Cette

image (Barbara) est très utilisée en traitement d'images. Elle permet ici

de voir apparaitre le phénomène de Moiré : on voit apparaitre sur l'image

sous échantillonnée des structures di�érentes de celles contenues dans l'image

d'origine.

La �gure 1.2 présente Barbara codée sur nb = 4 bits et sur nb = 2 bits.
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Figure 1.1 � Image de départ (quanti�ée sur 8 bits, 512×512 pixels), Image
sous échantillonnée d'un facteur 4

Dans le dernier cas, par exemple, on ne voit alors plus que 2nb = 22 = 4

niveaux de gris (au lieu de 28 = 256 allant du noir au blanc sur l'image de

départ).

Figure 1.2 � Image quanti�ée sur nb = 4 bits, Image quanti�ée sur nb = 2
bits
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1.2 Intérêts du Traitement numérique du signal

Travailler avec des signaux et des traitements numériques présentent un cer-

tain nombre d'avantages :

� Robustesse vis à vis du bruit : TEB = f(SNR),

� Stabilité et reproductibilité des équipements,

� Possibilité de fonctions nouvelles : codage canal, �ltrage adaptatif...

Le principal inconvénient est l'augmentation de la bande de fréquence occu-

pée par la numérisation du signal. Pour la diminuer on utilisera du codage

source.

1.3 Outils de traitement du signal à numériser

Les principaux outils pour le traitement du signal qui devront être nu-

mérisés sont les suivants :

� Transformée de Fourier,

� Fonctions d'auto et inter corrélation,

� Densité Spectrale de Puissance,

� Filtrage.

Ils permettent d'extraire de l'information (bande nécessaire à la transmission,

détection de défauts...), de construire ou de modi�er des signaux (modula-

tion, �ltrage du bruit...). On devra réaliser un certain nombre d'approxi-

mations, d'estimations pour passer des outils théoriques aux outils que l'on

est capable d'implanter en numérique. L'objectif de ce cours est de présen-

ter, d'expliquer ces modi�cations et leurs impacts sur les résultats attendus

a�n d'être capable d'utiliser correctement les outils numériques et d'analyser

correctement les résultats obtenus.

1.4 Notion de temps de traitement et de traitement

temps réel

Un traitement est accompli en temps réel quand il délivre un échantillon

de signal en sortie de traitement pour un échantillon de signal en entrée

(c'est-à-dire à chaque période d'échantillonnage Te).

Une opération de base en traitement numérique du signal est une opération
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d'addition/multiplication (ou MAC = Multiplication Accumulation).

Les temps de traitement seront évalués en nombre d'addition/multiplication

par seconde.
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Chapitre 2

Transformée de Fourier

Discrète (TFD)

Pour un signal x(t), la transformée de Fourier X(f) et son inverse sont

données par :

X(f) =

∫
R

x(t)e−j2πftdt (2.1)

x(t) =

∫
R

X(f)e+j2πftdf (2.2)

2.1 De la TF à la TFD

Des approximations doivent être e�ectuées pour passer de la Transformée

de Fourier (TF) à la Transformée de Fourier Discrète (TFD). Elles conduisent

à certains e�ets qui doivent être connus de manière à mener correctement

une analyse spectrale numérique.

2.1.1 Echantillonnage

L'échantillonnage du signal :

x(t)→ {x(kTe)}k∈Z (2.3)
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va avoir pour e�et de périodiser sa transformée de Fourier, qui est approchée

par la somme des aires des rectangles sous la courbe au facteur Te près :

X(f)→ X1(f̃) =
+∞∑

k=−∞
x(k)e−j2πkf̃ (2.4)

où f̃ = f
Fe

est la fréquence normalisée. X1(f̃) est bien périodique de période

1 (X1(f) l'est de période Fe). Remarquons que x(kTe) est simplement noté

ici x(k), comme le kime élément du vecteur x représentant en numérique le

signal échantillonné.

On devra donc faire attention au respect du théorème d'échantillonnage

de Shannon. On devra également faire attention à la manière dont on lit le

spectre numérique. En e�et si la TFD est observée sur une période, entre 0

et Fe, la partie positive du spectre sera observée entre 0 et Fe/2, tandis que

la partie négative le sera entre Fe/2 et Fe.

2.1.2 Limitation de la durée du signal à N points

{x(kTe)}k∈Z → {x(kTe)}k=0,...,N−1 (2.5)

Cette connaissance du signal sur un nombre limité de points (dimension

du tableau représentant le signal numérique) conduit à une distorsion de la

transformée de Fourier :

X1(f̃)→ X2(f̃) =
N−1∑
k=0

x(k)e−j2πkf̃ =
+∞∑

k=−∞
x(k)w(k)e−j2πkf̃ (2.6)

qui donne :

X2(f̃) = X1(f̃) ∗W1(f̃) (2.7)

où W1(f̃) =
∑+∞

k=−∞w(k)e−j2πkf̃ avec w(k) =

{
1 k=0, ..., N-1

0 ailleurs.
Cette distorsion de la transformée de Fourier implique un pouvoir séparateur

limité pour l'analyse spectrale (possibilité de dissocier 2 motifs spectraux de

fréquences proches) et un certain taux d'ondulation (des ondulations appa-

raissent autour des transitions brutales du spectre).

Ces paramètres (pouvoir séparateur et taux d'ondulation) sont liés à la forme
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deW1(f̃), plus précisément à la largeur de son lobe principal et à l'amplitude

de ses lobes secondaires (voir �gure 2.1).

On pourra faire varier le pouvoir séparateur et le taux d'ondulation de l'ana-

lyse spectrale en tronquant le signal étudié avec di�érentes fenêtres w(k),

autres que rectangulaire (fenêtres de pondération ou d'apodisation), de ma-

nière à obtenir di�érentes formes pour W1(f̃) et donc di�érentes versions de

la TFD du même signal.

La �gure 2.2 présente quelques fenêtres classiques d'apodisation, tandis que

la �gure 2.3 présente leurs transformées de Fourier. On peut constater que

les lobes centraux sont plus ou moins larges, conduisant à un pouvoir sé-

parateur plus ou moins grand pour l'analyse spectrale. On peut également

constater que les lobes secondaires sont plus ou moins atténués, conduisant à

un taux d'ondulation plus ou moins grand pour l'analyse spectrale. Lorsque

des fenêtres autres que rectangulaires sont utilisées on parle de transformée

de Fourier pondérée.

On réalisera chaque analyse spectrale en utilisant plusieurs fenêtres

de pondération. Chacune permettra d'extraire di�érentes information. La

�gure 2.4 présente un exemple dans lequel les di�érentes fenêtres utilisées

permettent de mettre en exergue di�érentes composantes spectrales. Mais

quel est donc le signal qui pourrait correspondre à ces di�érents spectres ?

Figure 2.1 � Transformées de Fourier de la fenêtre rectangulaire : Noyau
de Dirichlet.
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Figure 2.2 � Quelques exemples de fenêtres d'apodisation.

Figure 2.3 � Transformées de Fourier de quelques fenêtres de troncature.
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Figure 2.4 � Di�érentes versions de la transformée de Fourier d'un même
signal.
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2.1.3 Calcul de N points du spectre

Tout comme le signal numérique ne peut pas être à temps continu, il ne

sera possible de ne calculer qu'un nombre �ni d'échantillons de la TFD :

X2(f̃)→
{
X2

(
n∆f̃

)}
n=0,...,N−1

(2.8)

Le fait de ne pouvoir calculer qu'un certain nombre de points de la trans-

formée de Fourier numérique a un impact sur la résolution de l'analyse spec-

trale. Celle-ci sera liée au nombre de points calculés sur une période de la

TFD : pas de calcul ∆f = Fe
N (ou ∆f̃ = 1

N en fréquences normalisées). A�n

d'augmenter la résolution spectrale, on pourra utiliser une technique d'inter-

polation fréquentielle, la plus connue et utilisée étant celle du Zero Padding.

On construit un nouveau signal, à partir du signal x(k) donné sur N points,

en le prolongeant par des zéros :

y(k) =

{
x(k) k=0, ..., N-1

0 k=N, ..., MN-1.

La TFD de ce nouveau signal :

Y (n) =
N−1∑
k=0

x(k)e−j2π
kn
MN , n = 0, ...,MN − 1

dispose d'un pas de calcul plus �n : Fe
MN (ou 1

MN en fréquences normalisées).

On calculeMN points distants de Fe
MN entre 0 et Fe (une période de la TFD,

ou MN points distants de 1
MN entre 0 et 1 en fréquences normalisées), au

lieu de N points distants de Fe
N entre 0 et Fe (ou N points distants de 1

N entre

0 et 1 en fréquences normalisées). La résolution spectrale est donc améliorée.

Les �gures 2.5 et 2.6 proposent des tracés du module de la transformée

de Fourier numérique d'un cosinus de fréquence normalisée 0.2, observé sur

N = 1000 points, pour di�érentes valeurs du paramètre MN .

Un autre impact de la discrétisation fréquentielle est une périodisation

temporelle. On doit, en e�et, considérer en numérique que les signaux sont

périodisés, de même que leurs transformées de Fourier. Ce dernier point a

une conséquence importante : cela ne permet pas de conserver à la TFD la

propriété très intéressante de la TF qui consiste à transformer un produit

de convolution en produit (et inversement). En e�et, comme nous le verrons
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Figure 2.5 � Transformées de Fourier d'un cosinus de fréquence normalisée
0.2 pour di�érentes valeurs du paramètre de zero padding.

Figure 2.6 � Transformées de Fourier d'un cosinus de fréquence normalisée
0.2 pour di�érentes valeurs du paramètre de zero padding : zoom un pic de
la �gure 2.5
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par la suite (section 2.2), la tansformée de Fourier Discrète transforme un

produit en produit de convolution circulaire, c'est-à-dire produit de convolu-

tion entre des signaux périodisés. Néanmoins, il est possible de faire en sorte

que le produit de covolution linéaire (produit de covolution "classique") et le

produit de convolution circulaire soient identiques en prolongeant les signaux

de longueur N par au moins N zéros.

2.1.4 Expressions de la TFD et de la TFD inverse

Les trois approximations précédemment étudiées (échantillonnage tempo-

rel, limitation de la durée du signal et échantillonnage fréquentiel) conduisent

�nalement à l'outil suivant pour calculer la transformée de Fourier en numé-

rique :

X(n) =

N−1∑
k=0

x(k)e−j2π
kn
N , n = 0, ..., N − 1 (2.9)

Le même cheminement conduirait à obtenir l'expression de la TFD inverse :

x(k) =
1

N

N−1∑
n=0

X(n)e+j2π
kn
N , k = 0, ..., N − 1 (2.10)

2.2 Propriétés de la TFD

2.2.1 Linearité

TFD [x1(k) + λx2(k)] = TFD [x1(k)] + λTFD [x2(k)] , λ scalaire. (2.11)

2.2.2 Translation => rotation de phase

TFD [x(k − k0)] = X(n)e−j2π
k0n
N (2.12)

2.2.3 Symétrie Hermitienne

Soit X(n) la transformée de Fourier discrète d'un signal réel x(k), on a :

X (N − n) = X(−n) = X∗(n).
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2.2.4 Convolution circulaire

Le produit de convolution linéaire ("classique") en numérique est donné

par :

(x1 ∗ x2) (k) =
N−1∑
p=0

x1(p)x2 (k − p) (2.13)

Attention : la transformée de Fourier discrète ne transforme pas un produit

en produit de convolution linéaire mais en produit de convolution circulaire :

X1(n)X2(n) TFD−1−−−−−→ (x1 ⊗ x2) (k) =

N−1∑
p=0

x1(p)x2 ([k − p]modulo N ) (2.14)

si X1(n) est la transformée de Fourier discrète de x1(k) et X2(n) la trans-

formée de Fourier discrète x2(k).

2.2.5 Egalité de Parseval

N−1∑
k=0

|x(k)|2 =
1

N

N−1∑
n=0

|X(n)|2 (2.15)

2.2.6 Algorithme de calcul rapide

La transformée de Fourier discrète se prête à un algorithme de calcul

rapide que l'on nomme FFT pour "Fast Fourier Transform". Son principe,

détaillé au paragraphe suivant, consiste à décomposer le signal de départ

(sur N points) en une succession de sous suites entrelacées en e�ectuant à

chaque étape de l'algorithme des transformées de Fourier disjointes sur les

points d'indices pairs et les points d'indices impairs du tableau représentant

le signal numérique. La condition de départ est que le nombre de points N

soit une puissance de 2.
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2.3 Algorithme de calcul rapide (FFT) de Cooley

Tuckey

2.3.1 Principe

La transformée de Fourier de départ X(n) porte sur les N points d'un

signal numérique x(k) :

X(n) =
N−1∑
k=0

x(k)e−j2π
kn
N =

N−1∑
k=0

x(k)W−knN , n = 0, ..., N − 1 (2.16)

en notant WN = ej
2π
N . On parle de TFD d'ordre N . Son temps de calcul est

évalué à N2 operations d'additions/multiplications.

On suppose que N est une puissance de 2 : N = 2p et on va commencer

à décomposer le signal en sous suites entrelacées.

Première décomposition

X(n) = X1(n) +W−nN X2(n), n = 0, ..., N − 1, (2.17)

où :

X1(n) =

N/2−1∑
i=0

x(2i)W−inN/2 , X2(n) =

N/2−1∑
i=0

x(2i+1)W−inN/2 , i = 0, ..., N/2−1

(2.18)

On peut évaluer le temps de calcul suite à cette première décomposition

à 2
(
N
2

)2
+N operations d'additions/multiplications, ce qui est déjà � N2,

surtout si N est grand.

Deuxième décomposition

X1(n) = X11(n)+W−nN/2X12(n), X2(n) = X21(n)+W−nN/2X22(n), n = 0, ..., N/2−1,

(2.19)
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où :

X11(n) =

N/4−1∑
i=0

x1(2i)W
−in
N/4 , X12(n) =

N/4−1∑
i=0

x1(2i+1)W−inN/4 , i = 0, ..., N/4−1

(2.20)

X12(n) =

N/4−1∑
i=0

x2(2i)W
−in
N/4 , X22(n) =

N/4−1∑
i=0

x2(2i+1)W−inN/4 , i = 0, ..., N/4−1

(2.21)

avec x1(p) = x(2i) et x2(p) = x(2i+ 1), i, p = 0, ..., N/2− 1.

...

Dernière décomposition

On continue jusqu'à arriver à la plus petite transformée de Fourier pos-

sible qui porte sur deux points et que l'on appelle le "papillon" de la trans-

formée de Fourier numérique (�gure 2.7). On aura alors réalisé Np trans-

formées de Fourier d'ordre 2 ou "papillons", soit un temps de calcul de

Nlog2(N)� N2 opérations d'additions/multiplications.

Figure 2.7 � Papillon de la FFT : transformée de Fourier d'ordre 2 = 2
opérations d'addition/multiplication

2.3.2 Exemple pour N = 23 = 8

Première décomposition

X(n) = X1(n) +W−n8 X2(n), n = 0, ..., 7, (2.22)

oùX1(n) porte sur x(0), x(2), x(4), x(6) etX2(n) porte sur x(1), x(3), x(5), x(7).
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Deuxième et dernière décomposition

X1(n) = X11(n) +W−n4 X12(n), n = 0, ..., 3, (2.23)

où X11(n) porte sur x(0), x(4) et X12(n) porte sur x(2), x(6).

X2(n) = X21(n) +W−n4 X22(n), n = 0, ..., 3, (2.24)

où X21(n) porte sur x(1), x(5) et X22(n) porte sur x(3), x(7).

Graphe correspondant

Figure 2.8 � Graphe de la FFT pour N = 23

On a p = 3 colonnes de N
2 = 4 papillons, soit p ×

(
N
2

)
× 2 = pN =

log2(N)N = 3× 8 opérations d'additions multiplications. On remarque que

les échantillons de signal ne se présentent pas dans leur ordre naturel à

l'entrée de l'algorithme. On peut utiliser un algorithme de renversement de

l'adresse binaire ("bit reversal") a�n de les présenter dans l'ordre voulu.
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Chapitre 3

Estimation des fonctions

d'inter et d'auto correlations

Les fonctions d'auto et d'inter correlations peuvent être estimées dans le

domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel.

3.1 Estimateurs temporels

3.1.1 Estimateur biaisé

En supposant le signal ergodique et en utilisant la loi des grands nombres,

on peut estimer la partie positive de la fonction d'intercorrélation entre les

signaux numériques x(k) et y(k) de la manière suivante :

R̂xy(k) =
1

N

N−1∑
n=0

x(n)y∗(n− k) 0 ≤ k ≤ N − 1 (3.1)

La somme portant en réalité sur N−k échantillons du produit x(n)y∗(n−k),

cet estimateur est biaisé :

E
[
R̂xy(k)

]
=
N − |k|
N

Rxy(k). (3.2)

Le biais est ici multiplicatif et triangulaire (voir �gure 3.1 dans les exemples)
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3.1.2 Estimateur non biaisé

A�n de supprimer le biais précédent on dé�nit l'estimateur temporel

suivant :

R̂xy(k) =
1

N − k

N−1∑
n=0

x(n)y∗(n− k) 0 ≤ k ≤ N − 1 (3.3)

On a bien E
[
R̂xy(k)

]
= Rxy(k). Cependant cet estimateur possède une

grande variance sur les bords. En e�et, lorsque k → N peu de points vont

être utilisés pour réaliser l'estimation. Celle-ci variera donc beaucoup entre

di�érentes réalisations de signal (voir �gure 3.2 dans les exemples).

3.1.3 Evaluation du temps de traitement

Une évaluation grossière du temps de traitement des estimateurs tem-

porels nous conduit à un temps de calcul d'environ N2

2 opérations d'addi-

tions/multiplications :

N + (N − 1) + ...+ 1 =
N(N + 1)

2
∼ N2

2
(3.4)

Notons que ce temps de calcul évalue le calcul de la partie positive de la

fonction d'intercorrélation, sachant que la partie négative peut-être obtenue

en utilisant la proriété de symétrie hermitienne : Rxy(−k) = R∗xy(k), qui

reste vraie en numérique.

3.1.4 Exemples : cosinus, ligne d'image SAR (Synthese Aper-

ture Radar)

La �gure 3.1 trace une estimation biaisée de la fonction d'autocorrélation

d'un cosinus, obtenue grâce à la fonction xcorr.m de matlab. On voit appa-

raitre le biais multiplicatif triangulaire. La �gure 3.2 trace une estimation

non biaisée de la fonction d'autocorrélation d'un cosinus, obtenue grâce à la

fonction xcorr.m de matlab, avec le paramètre 'unbiased'. On voit apparaitre

la variance de l'estimation sur les bords de la fenêtre d'analyse. La �gure 3.3

compare les estimations biaisée et non biaisée de la fonction de covariance

(autocorrelation−moyenne2) d'un signal réel (ligne d'image SAR (Synthese

Aperture Radar)) à la covariance théorique. On constate que la covariance
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estimée avec un estimateur biaisé semble donner un résultat plus proche de

la covariance théorique que la covariance estimée avec un estimateur non

biaisé. Cette constatation reste généralement vraie pour les signaux réels.

Figure 3.1 � Estimation biaisée de la fonction d'autocorrélation du cosinus

Figure 3.2 � Estimations non biaisées de la fonction d'autocorrelation du
cosinus
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Figure 3.3 � Estimations de la covariance sur une ligne d'image SAR

3.2 Estimateurs fréquentiels

En remarquant que la fonction d'intercorrélation entre les signaux numé-

riques x(k) et y(k) peut s'écrire comme un produit de convolution :

R̂xy(k) = x(k) ∗ y∗(−k) (3.5)

on peut l'estimer dans le domaine fréquentiel de la manière suivante :

R̂xy(k) ∝ TFD−1 [X(n)Y ∗(n)] (3.6)

où X(n) = TFD [x(k)] et Y (n) = TFD [y(k)]. On obtient alors un temps de

traitement réduit de 3Nlog2(N)+N << N2

2 opérations d'addition/multiplication.

Attention les expressions (3.5) et (3.6) sous entendent qu'il est possible de

remplacer
∑N−1

n=0 par
∑+∞

n=−∞ dans l'expression de l'intercorrélation et que

la transformée de Fourier transforme un produit en produit de convolution

linéaire. Or, nous avons vu précédemment que la TFD transforme un produit

en produit de convolution circulaire (convolution entre des signaux périodi-

sés). Cependant, on pourra, en utilisant du Zero Padding (au moins autant

de zéros ajoutés que de longueur de signal), se ramener à un produit de
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convolution linéaire.

3.3 Quelques propriétés

3.3.1 Symétrie Hermitienne

R̂xy(−k) = R̂∗xy(k) (3.7)

Soit pour des signaux réels : R̂xy(−k) = R̂xy(k)

3.3.2 Bornes

R̂x(k) ≤ R̂x(0) = Px (3.8)

Px = Rx(0) représentant la puissance du signal x.

R̂xy(k) ≤ 1

2

(
R̂x(0) + R̂y(0)

)
(3.9)
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Chapitre 4

Estimation de la Densité

Spectrale de Puissance (DSP)

La Densité Spectrale de Puissance re�ète la contribution de chaque fréquence

à la puissance moyenne du signal. Elle est donnée par la transformée de

Fourier de la fonction d'autocorrélation du signal :

Sx(f) = TF [Rx(τ)] (4.1)

On dé�nit deux estimateurs numériques de base de la DSP, puis des

variantes qui permettent de réduire la variance d'estimation.

4.1 Estimateurs de base

4.1.1 Périodogramme

Le périodogramme est basé sur l'expression de la densité spectrale de

puissance obtenue pour des signaux déterministes à énergie �nie :

Ŝx(n) =
1

N
|TFD [x(k)] |2 (4.2)

On peut, en e�et, considérer que tous les signaux numériques sont détermi-

nistes à énergie �nie.
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4.1.2 Corrélogramme

Le corrélogramme est basé sur la dé�nition même de la densité spectrale

de puissance :

Ŝx(n) = TFD
[
R̂x(k)

]
(4.3)

Le corrélogramme peut être biaisé ou non biaisé selon l'estimateur de la fonc-

tion d'autocorrélation R̂x(k) utilisé.

Notons que les deux estimateurs sont basés sur la transformée de Fourier

numérique.

Notons également que les estimations de la DSP par périodogramme et par

corrélogramme biaisé donneront un résultat identique, comme vous le consta-

terez et comme vous devrez l'expliquer en TPs/Projet...

4.1.3 Problèmes posés par ces estimateurs de base

Le périodogramme et le corrélogramme biaisé sont des estimateurs non

consistants :

� Ils sont biaisés :

Ŝx(n) = TFD
[
R̂x(k)

]
et donc

E
[
Ŝx(n)

]
= TFD

[
N − |k|
N

]
∗ Sx(n)

TFD
[
N−|k|
N

]
= N2

(
sin(πfN)
sin(πf)

)2
s'appelle le noyau de Fejer.

� On montre, pour un bruit blanc Gaussien, que la variance de Ŝx(n)

tend vers S2
x(n) quand le nombre d'échantillon de signal considéré, N ,

tend vers l'in�ni. Cela reste à peu près vrai pour les autres signaux.

La variance des estimateurs de base ne tend donc pas vers 0 quand

N → +∞.

Le corrélogramme non biaisé peut, quant à lui, conduire à des valeurs néga-

tives de la DSP.
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4.2 Exemples de variantes

4.2.1 Périodogramme cumulé (ou de Bartlett)

Pour calculer le périodogramme cumulé, le signal de N points x(k) est di-

visé en M parties : xi(k), i = 1, ...,M de L = N
M points. Un périodogramme

moyenné est alors e�ectué :

Ŝx(n) =
1

LM

M∑
i=1

|TFD [xi(k)] |2, (4.4)

a�n de diminuer la variance d'estimation de la DSP.

L'inconvénient de cet estimateur va être l'augmentation du biais car le lobe

central du noyau de Fejer est alors L fois plus large. De plus, on diminue la

résolution du spectre obtenu (L points calculés sur Fe au lieu de N).

4.2.2 Périodogramme modi�é

Un autre moyen de diminuer la variance de l'estimateur spectral de base

est de le �ltrer :

Ŝxfiltre(n) = TFD
[
R̂x(k)× w(k)

]
= Ŝx(n) ∗W (n) (4.5)

On pourra utiliser ici plusieurs fenêtres de troncature sur la fonction d'au-

tocorrélation (voir chapitre sur la transformée de Fourier).

4.2.3 Périodogramme de Welch

Le principe est le même que pour le périodogramme cumulé mais les

di�érentes parties xi sont autorisées à se recouvrir, ce qui réduit encore la

variance d'estimation de la DSP pour une même résolution. Typiquement on

laisse les fenêtres se recouvrir sur la moitié de leur longueur.

4.2.4 Exemple sur une ligne d'image SAR (Synthese Aper-

ture Radar)

La �gure 4.1 trace la DSP théorique d'une ligne d'image SAR et la com-

pare aux estimations par périodogramme, par corrélogramme biaisé et cor-

rélogramme non biaisé. On constate e�ectivement que le périodogramme et
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le corrélogramme biaisé sont identiques et plus proches de la DSP théorique

que le corrélogramme non biaisé.

Figure 4.1 � Calcul de la DSP sur une ligne d'image SAR

La �gure 4.2 trace la DSP théorique d'une ligne d'image SAR et son

estimation par périodogramme cumulé. On peut e�ectivement constater que

la variance d'estimation a réduit du fait du cumul.

Figure 4.2 � Calcul de la DSP sur une ligne d'image SAR en utilisant un
périodogramme cumulé
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Chapitre 5

Filtrage numérique

On va s'intéresser aux �ltres numériques linéaires, invariants dans le

temps, rationnels.

5.1 Un outil : la transformée en z

Tout comme la transformée de Laplace permet l'étude des �ltres analo-

giques linéaires et invariants dans le temps, la transformée en z va permettre

l'étude des �ltres numériques linéaires et invariants dans le temps. La trans-

formée en z est l'outil d'étude des systèmes linéaires invariants dans le temps.

5.1.1 Dé�nition

X(z) = TZ [x(n)] =

+∞∑
n=−∞

x(n)z−n, z ∈ C (5.1)

Convergence

La région de convergence est l'ensemble des nombres complexes z tels

que la série X(z) converge. On utilisera le critère de Cauchy :

lim
n→∞

n
√
|v(n)| < 1 ⇒

∞∑
n=0

v(n) converge (5.2)
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pour avoir une condition su�sante de convergence :

X(z) =
+∞∑
n=0

x(n)z−n +
+∞∑
n=1

x(−n)zn converge pour 0 ≤ R−x ≤ |z| < R+
x <∞

(5.3)

avec R−x = limn→∞
n
√
|x(n)| et R+

x = 1

limn→∞
n
√
|x(−n)|

Exemple :

X(z) =
+∞∑
n=0

z−n converge pour |z| > 1 : R−x = 1 and R+
x =∞ (5.4)

5.1.2 Propriétés

Linéarité

TZ [ax(n) + by(n)] = aTZ [x(n] + bTZ [y(n] (5.5)

Convergence : si R+ = Min(R+
x , R

+
y ) et R− = Max(R−x , R

−
y ) alors le do-

maine de convergence contient ]R−, R+[.

Décalage temporel

TZ [x(n− n0)] = z−n0TZ [x(n)] (5.6)

Même domaine de convergence que pour X(z) = TZ [x(n)].

Changement d'échelle

TZ [anx(n)] = X
(z
a

)
(5.7)

Convergence : aR−x ≤ |z| < aR+
x

Dérivabilité

La transformée en z dé�nit une série de Laurent qui est indé�niment

dérivable terme à terme dans son domaine de convergence. On en déduit :

TZ [nx(n)] = −z dX(z)

dz
(5.8)
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Même domaine de convergence que pour X(z) = TZ [x(n)].

Produit de convolution

Le produit de convolution entre les suites x(n) et y(n) est dé�ni par :

x(n) ∗ y(n) =
+∞∑

k=−∞
x(k)y(n− k) (5.9)

On a alors :

TZ [x(n) ∗ y(n)] = X(z)Y (z) (5.10)

et sa région de convergence peut être plus large que l'intersection des régions

de convergence de X(z) et Y (z).

5.1.3 Transformée en z inverse

Dé�nition

La transformée en z inverse est dé�nie par :

x(n) =
1

j2π

∫
C+

X(z)zn−1dz (5.11)

où C+ est un contour fermé inclu dans l'anneau de convergence.

Preuve

L'expression de la transformée en z inverse découle directement du calcul

de l'intégrale :

J(n, k) =

∫
C+

zn−k−1dz (5.12)

A l'aide du théorème des résidus on montre : J(n, k) =

{
0, n 6= k ;

j2π, n = k.

On en déduit alors :

1

j2π

∫
C+

X(z)zn−1dz =
1

j2π

∫
C+

(
+∞∑

k=−∞
x(k)z−k

)
zn−1dz

=
1

j2π

(
+∞∑

k=−∞
x(k)

)
J(n, k) = x(n) (5.13)
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Remarque : il existe des tables de transformées en z et transformées en z

inverse.

Rappel : Si zi est un pôle simple de g(z) :

Residu [g(z)]z=zi = lim
z→zi

(z − zi)g(z) (5.14)

Si zi est un pôle d'ordre α de g(z) :

Residu [g(z)]z=zi =
1

(α− 1)!

[
∂α−1

∂zα−1
(g(z)(z − zi)α)

]
z=zi

(5.15)

5.2 Dé�nitions

5.2.1 Linéarité

Si y1(n) et y2(n) sont les sorties du �ltre qui correspondent respective-

ment aux entrées x1(n) et x2(n), le �ltre est linéaire s'il fait correspondre

y1(n) + y2(n) à une entrée x1(n) + x2(n).

5.2.2 Invariance temporelle

Si y(n) est la sortie du �ltre qui correspond à l'entrée x(n), le �ltre est dit

invariant dans le temps s'il fait correspondre y(n− n0) à l'entrée x(n− n0),
n0 représentant un retard de n0 échantillons.

5.2.3 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

On peut écrire toute sortie y(n) du �ltre numérique en fonction de l'entrée

appliquée x(n) et de la réponse impulsionnelle du �ltre h(n) de la manière

suivante :

y(n) =
+∞∑

k=−∞
h(k)x(n− k) =

+∞∑
k=−∞

h(n− k)x(k) = x(n) ∗ h(n)

h(n) est la réponse impulsionnelle qui dé�nit le �ltre. Sa transformée en

z, H(z), est appelée fonction de transfert du �ltre. Si Y (z) et X(z) sont

respectivement les transformées en z de y(n) et x(n), on a alors :

H(z) =
Y (z)

X(z)
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5.2.4 Réponse en fréquence et temps de propagation de groupe

(TPG)

La réponse en fréquence, ou réponse harmonique, du �ltre et son temps

de propagation de groupe (TPG) sont donnés par :

H(f̃) = [H(z)]
z=ej2πf̃

TPG(f̃) = − 1

2π

dϕH(f̃)

df̃
, avec ϕH(f̃) = Arg

[
H(f̃)

]
TPG(f̃) représente le temps que met un paquet d'onde à la fréquence f̃

pour traverser le �ltre. Lorsque l'on souhaite réaliser un �ltre numérique les

spéci�cations portent générallement sur le module de sa réponse en fréquence

et on souhaite un TPG le plus constant possible, au moins sur la/les bande(s)

passante(s). Notons cependant qu'il existe des �ltres de phase, pour lesquels

les spéci�cations portent sur la phase de la réponse en fréquence (a�n de

corriger, par exemple, un TPG non constant).

5.3 Réalisabilité d'un �ltre numérique

Un �ltre numérique est réalisable si les trois conditions suivantes sont

respectées :

� Le �ltre est causal. Cette condition se décline sur la réponse impul-

sionnelle du �ltre de la manière suivante : h(n) = 0 pour n < 0.

� Le �ltre est stable. Cette condition se décline sur la réponse impul-

sionnelle du �ltre de la manière suivante :
∑+∞

n=−∞ |h(n)| <∞. Nous

verrons par la suite que cette condition conduit à une condition por-

tant sur les pôles de la fonction de transfert du �ltre.

� La réponse impulsionnelle du �ltre h(n) est réelle.

5.4 Dé�nition des Filtres numériques rationnels

Les �ltres numériques rationnels sont dé�nis par une fonction de transfert

rationnelle en z :

H(z) =

∑N−1
k=0 bkz

−k∑M−1
k=0 akz−k

(5.16)
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qui conduit à une équation récurrente dans le domaine temporel (en �xant

a0 = 1) :

y(n) = −
M−1∑
k=1

aky(n− k) +
N−1∑
k=0

bkx(n− k). (5.17)

5.4.1 Filtres à réponse impulsionnelle in�nie

L'équation 5.17 dé�nit la catégorie des �ltres numériques rationnels dits

à "Réponse Impulsionnelle In�nie", ou RII (IIR en anglais). Ce nom vient

du fait que, grâce à la boucle de réaction, la réponse impulsionnelle s'auto-

entretient :

h(n) = −
M−1∑
k=1

akh(n− k), pour n ≥ N (5.18)

Chaque nouvelle valeur ne dépend que des valeurs passées et on peut donc

ainsi obtenir un nombre in�ni de valeurs (ou coe�cients) pour la réponse

impulsionnelle.

5.4.2 Filtres à réponse impulsionnelle �nie

On dé�nit les �ltres numériques rationnels à "Réponse Impulsionnelle

Finie", ou RIF (FIR en anglais), de la manière suivante :

H(z) =
N−1∑
k=0

bkz
−k (5.19)

et :

y(n) =
N−1∑
k=0

bkx(n− k). (5.20)

Les coe�cients (points) de la réponse impulsionnelle d'un �ltre RIF sont

donc directement donnés par les coe�cients bk :

h(n) =

N−1∑
k=0

bkδ(n− k) = bn (5.21)

car

δ(n− k) =

{
1 pour n = k

0 pour n 6= k.
(5.22)
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Un des intérêts fondamentaux de ces �ltres est qu'ils ne posent pas de

problèmes d'instabilité. Ils présentent également très simplement un TPG

constant, la condition étant que leur réponse impusionnelle soit paire ou

impaire, comme nous le verrons par la suite.

5.5 Stabilité des �ltres numériques rationnels

En supposant que N < M et en réalisant une décomposition en éléments

simples on obtient :

H(z) =

∑N−1
k=0 bkz

−k∑M−1
k=0 akz−k

=
M−1∑
k=0

Ak
1− pkz−1

(5.23)

Ce qui donne par transformée en z inverse (solution causale) :

h(n) =

M−1∑
k=0

Akp
n
ku(n), (5.24)

où u(n) représente la fonction de Heaviside :

u(n) =

{
1 pour n > 0

0 for n ≤ 0.
(5.25)

.∑+∞
n=−∞ |h(n)| sera borné, et donc le système stable, si |pk| < 1 ∀k. Un �ltre

numérique rationnel est stable si tous les pôles de sa fonction de transfert

H(z) sont de modules inférieurs à 1.

5.6 Synthèse des �ltres numériques rationnels

5.6.1 Introduction

La synthèse d'un �ltre numérique correspond au passage entre les spé-

ci�cations à respecter, généralement données sur le module de la réponse

en fréquence du �ltre et appelées "gabarit", et l'ensemble des coe�cients

dé�nissant le �ltre numérique. Lorsqu'on souhaite implanter un �ltrage en

temps réel, l'implantation doit être réalisée dans le domaine temporel.
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5.6.2 Synthèse des �ltres à réponse impulsionnelle �nie

Les �ltres RIF sont fréquemment désignés par le terme de �ltres non-

récursifs, car ils ne présentent pas de boucle de réaction de la sortie vers

l'entrée. Ils peuvent être synthétisés directement par un développement en

série de Fourier de la réponse en fréquence idéale Hideal(f̃) :

Hideal(f̃) =
+∞∑

k=−∞
hideal (k) e−j2πf̃k. (5.26)

où les coe�cients de la série de Fourier hideal(k) représentent les éléments

de la réponse impulsionnelle, ou "coe�cients", du �ltre. En pratique leur

nombre devra être limité à un nombre N , appelé "ordre" du �ltre. On mo-

délise cette limitation par l'utilisation d'une fenêtre de troncature, ou de

pondération, w(n), de longueur N :

hreel(n) = hideal(n)× w(n)

Elle conduit à une réponse en fréquence approchée :

Hreel(f̃) = Hideal(f̃) ∗W (f̃)

où W (f̃) est la transformée de Fourier de w(n).

La méthode de synthèse d'un �ltre RIF va consister à déterminer l'ordre

N et la fenêtre de pondération w permettant à Hreel(f̃) de satisfaire les spé-

ci�cations souhaitées.

Attention la réponse impulsionnelle obtenue doit être causale. Si elle ne l'est

pas en sortie de la synthèse on devra la décaler a�n qu'elle le devienne et,

ce faisant, on introduira un retard : hreelcausal = hreel
(
n− N

2

)
si N pair ou

hreelcausal = hreel
(
n− N−1

2

)
si N impair. Ce décalage ne modi�e pas le mo-

dule de la réponse en fréquence mais ajoute une phase linéaire en fréquence.

En supposant N pair, on a :

Hreelcausal(f̃) = Hreel(f̃)e−jπf̃N ,

D'où : ∣∣∣Hreelcausal(f̃)
∣∣∣ =

∣∣∣Hreel(f̃)
∣∣∣
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Arg
[
Hreelcausal(f̃)

]
= Arg

[
Hreel(f̃)

]
− πf̃N

Si Arg
[
Hreel(f̃)

]
= constante, ce qui est vrai lorsque la réponse impulsion-

nelle hreel(n) est paire ou impaire, alors le temps de propagation de groupe

du �ltre RIF obtenu est constant et égal à N/2.

Remarque : Les résultats obtenus par synthèse directe peuvent être en-

suite optimisés grâce, par exemple, à la méthode des moindres carrés (mini-

misation au sens des moindres carrés de la distance entre le gabarit désiré et le

gabarit du �ltre obtenu par la synthèse en série de Fourier) ou à l'algorithme

de Remez (pour obtenir la meilleure approximation du gabarit présentant

des ondulations d'amplitude constante).

5.6.3 Synthèse des �ltres à réponse impulsionnelle in�nie

Les �ltres RII sont des �ltres qui présentent une boucle de réaction de la sor-

tie vers l'entrée (�ltres récursifs). Leur synthèse s'appuie sur les bibliothèques

de modèles analogiques. A partir du gabarit numérique H(f̃), on déduit un

gabarit analogique H(f). Le choix d'un modèle analogique et l'adaptation

de ses paramètres permettent de déterminer une fonction de transfert H(p)

satisfaisant le gabarit �xé. On applique alors la transformée bilinéaire a�n

d'obtenir H(z) :

H (z) = [H(p)]
p= 2

Te

1−z−1

1+z−1

. (5.27)

La transformée bilinéaire permet en e�et de passer deH(p) àH(z) en conser-

vant la stabilité et la réponse en fréquence du �ltre. Cependant elle introduit

une distorsion de l'axe des fréquences que l'on peut compenser lors du pas-

sage de H(f̃) vers H(f) de la manière suivante : f = 1
πTe

tan(πf̃), où Te est

la période d'échantillonnage.

5.7 Implantation des �ltres numériques rationnels

5.7.1 Structure directe

Cette implantation nécessite deux �les d'attente etM+N+1 opérations

d'additions/multiplications.
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Figure 5.1 � Structure directe

5.7.2 Structure canonique

En utilisant une variable intermédiaire :

W (z) =
X(z)∑M−1

k=0 akz−k

on obtient une structure d'implantation simpli�ée, dite canonique.

Figure 5.2 � Structure canonique

Cette implantation ne nécessite qu'une seule �le d'attente et M +N + 1

opérations d'additions/multiplications.

5.7.3 Structures décomposées

La plupart du temps on implante un �ltre numérique en le décomposant

en cellules du premier et du deuxième ordre :

H(z) =
b0 + b1z

−1

1 + a1z−1

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
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Cela peut se faire de deux manières : en série ou en parallèle.

Structure décomposée en série (ou cascade)

H(z) =
∏M−1
i=0 Hi(z), les Hi(z) étant des cellules du premier et du

deuxième ordre.

Figure 5.3 � Structure série

Structure décomposée en parallèle

H(z) =
∑M−1

i=0 Hi(z), les Hi(z) étant des cellules du premier et du

deuxième ordre.

Figure 5.4 � Structure parallèle

5.7.4 Structure non récursive

Il s'agit de la structure des �ltres à réponses impulsionnelles �nies, ou

�ltres RIF.

Figure 5.5 � Structure non récursive
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